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LA METHODE DES ELEMENTS FINIS :

PRINCIPES DE BASE
ET TECHNIQUES D'APPLICATION
EN MECANIQUE DES STRUCTURES

HISTORIQUE SOMMAIRE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Historigquement, lo méthode des &€léments finis (MEF)} est le fruit
de 1'évolution des méthodes motricielles appliquées o lao mécanique des
milieux continus et dont le développement o connu un essor important
depuis 1950. Les boses théoriques de lo méthode reposent d‘une port sur
la formulation énergétique des équations da la Mécanique et d'outre port
sur les méthodes d'approximation.

A ce svjet, il fout citer l°opproche variatiennelle du probléme
de lo mécanique des structures &laborée par Ritz [1908), oinsi que 1o
contribution de Couramt {(1943), montront la possibilité d’une résolution
de certains probidmes de lo méconique des milieux continus por 1’emploi
d'une discrétisation spaticle, tout en utilisant les méthodes doppro—
ximation voriationnelles, {11), (8).

Mois c’'ast surtout en 1955 et 1956 que se situe le début de lo
MEF comme technique de colcul des structures complexes {opproche unifiée
des méthodes des déplacements et des forces en 1955 par Argyris et présen-
totion systémotique de la méthode des déplacements en 19546 par Turner et
Clough), (1), (2}, (12).

CLASSIFICATION DES PROBLEMES TRAITES EN MECANIQUE DES STRUCTURES

Svivent qu'il y a prisa en compte ou non des efforts d'inertie,
le probléme traité est respectivement dynomique ou statique. Par cilleurs,
suivant qu’il y a prise en compte ou non des effets de mon-linéarité, la
arobléme peut €tre non-linéaire ou linéoire.



2.1 - Les problémes linéaires

Ce probl2me se romére & lo résolution du systéme
Kg = F
avec
K : motrice de rigidité de la structure.
q : vecteur des déplacements incomnus.

£ : vecteur des forces généralisées de lo structure.

2.1.2 - fgglxgg_gg_ftubilité initiale

Le probléme se raméne & résoudre un systéme aux voleurs propres,
du type

[K+1KG]:.."=O
avec
K : matrice de rigidité.

Ak : paramétres de charge critique.

X les modes de flambage correspondant & Ay,

k

L’anolyse dynomique lin&aire consiste o déterminer les déplace~
ments (éventuellement les viteszses et les accélérations), ainsi que
les contraintes en fonction du tempe pour une structure & comporte-
ment linéaire soumise & des sellicitations dynamiques. Le probléme
se raméne & la résolution du systéme différentiel suivant

Mj + C§ + Kg = F{t)
avec
M : matrice de mosse .

€ : motrice d'omortissement .



Dors le cos o0 on recherche les moces prapres de vibrotiens,
on se roméne J réscudre un probléme oux voleurs propres symétrique

[K- xM] x =0
ovec
A = : carré de la pulsotion propre & loguelle correspond le

made I o=socid.

k

2.2 - Les problémes non lindaires

Les non lirdarités peuvent &tre

~ non linéarités géométriques, C’est le cas des déplacements impertonts
pour lesguels 1l hypothdse des petites déformations n’est plus volable,

- non linéarités constitutives, C’est Ile cos o0 lo loi de comportement
du matériou est non linéaire. Le comportement plaostique en est un
exemple couront.

Les problémes ron linéaires peuvvent &tre claossés d'une facon simi-
laire & celle exposée au porographe 2.1 pour les problémes linéaires.

3 - FORMULATION VARIATIONNELLE EN MECANIQUE DES STRUCTURES : LES DIVERSES
APPROCHES

3.1 - Préliminaires

Dans certains cas, les lois physiques peuvent s’exprimer sous
une feorme vorictionnelle, ¢’est-&-dire sous la forme de conditions
d’extremum d“une fonctionnelle.

Svivant la nature de cette fonctiennelle, on peut avoir les
3 formulations suivantes

1 ‘agpproche cinématique {modéle "déplacemant”),

- 1’approche équilibre (modéle "contraointe”),

- les modéles mixtes.



lo solution du probléme formé por les équationsn {3.7) =t (3.8)
n'est qu’une solution epprochée du probléme réel . On peut estimer l’erreor

commise en essayant de vérifier les équutions'aﬂgqui]ibre
..  +f =0
ij,j i
Gy =
ij gl

de fogon & opprécier oinsi si 1'eopproximation obtenue est sotisfoisante.

3.3 - L’approche équilibre {mod2le "contrainte”)

Il s’agit de chercher une formulation variationnelle pour un
chomp de contraointes statiquement admissible. On se limite donc & un sous—
espace Em de }’espoce I des contraintes réelles pour iequel

On peut montrer, (5), que dons ce cas lo solution du probléme
se raméne & chercher le minimum de l'énergie potentielle d’un chomp
stotiquement admissible

inf {U {UJ[oij'j +f.=0, ogin; = gi} {(3.9)
avec
Y(3) = Lo nvdS-2fo e da (3.10)
v il 2 g i il

Une estimation de l'approximetion ochevée por l’approche équi-
Libre peut &tre obtenue en essayant de vérifier les conditions aux limites
cinémotiques (ce qui montrera si l’erreur commise est négligeable ou nen).



3.4 - Les modales mixtes

Dans les deux opproches précédentes, on a chercha une opproche
voriontionnelle an =e limitont, secit & un Sous-espoce V.  (modéle "déplace-
mn

ment” ) seit a un sous-espace Zm (modele "contrainte”). II est possible

de chercher une selution gui fepose sur une opproximation d'un chomp de
tontraintes en équilibre & 1'intérieur du domoine @ et simultonément sur
les frontiéres de Q d un champ de déplocements cinématiquement admissible.
il s’agit de modéles mixtes.

On cherche donc & trouver
(v, 0) ¢ ¥xI (3.11)

non pos sur ¥YxI mais sur un Sous-~espace anzm de dimension finie de VxZ.

On démontre, (35}, que le probléme se roméne & chercher

inf sup Alv, @) = sup inf Alv, o) {3.12)
v g o v
aveg
Alv, a) . énergie de Reissner
et
- 9, .
Av, @) = fT-W (o, ) - f v + 1, 1R - fhvdS
0 C 1} 1 1 2 i,  ath | S I 1
o
- fo..n (v, - )ds (3.13)
v

Dans lo relation (3.13), Wc est l'énergie complémentaire
On raoppelle ici que

aw {si.J
g, = 4 (3.14)
ijf de |
ij
oW (o, )
£., © & 1 {3]5}
Lj do.
LN
W +W =0 e {3.16)
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W e ) : énergie élostigue

W (o, ) : &nergie complémentoire

3.5 - Récapitulation

Le tableau suvivent récapitule les diverses approches variation-
nelles des problémes de lo Mécamique des Structures.

Conditions Conditions Fondltfons
: : : ¢cinématiques
cinématiques statiques i
et stotigues
Formulotion & Formulation &

5 - Formulaotion
1'aide des l1'aide des e
déplocements contraintes nEER

Energie potentielle Energie potentielle
d'un chomp de d'un champ de Théoréme de
déplacement cinémo- controintes stati- Reissner
tiquement admissible quement admissible
Tableau 3.1 - Les formulations voriotionnelles en mécanique des structures.

4 — LES METHODES MATRICIELLES EN MECANIQUE DES STRUCTURES

Une fois défini le comportement de lo structure ou niveau local,
il se pose le probléme d’étudier som comportement ou niveou global. Les
méthodes motricielles nous en donnent lo possibilité, (9).



4.1 - Formyplotion matricielle des équations de base

€quation cinématique

e = Dv
avec
e : vecteur des déformotions.
v ; vecteur des déplacements.

0 : motrice d'opérateurs différentiels.

Equation d’éguilibre

T (3.18)

avec
g : tenseur des contraintes.

f : vecteur des forces de volume,

iLoi de comportement

o:Ce (3]9}

ovec

C : tenseur d’élasticité.

4.2 — Lo matrice de rigidité

On appelle matrice de rigidité d‘une structure la matrice K qui
permet d'exprimer l’énergie élastique sous une forme quadratique des
déplocements.

qtKq {3.20)

avec

W : énergie élastique (oppelée parfols énergie de déformation],

q : vecteur des déplocements nodaux,



D aprés le premier théoréme de Castiglionag,

F - M {3.21)

i 9q

lo dérivée portielle de l’énergie élostique, por ropport & une compesanrte
de déplocement 9, - est égale & lo composante de ferce réciproque Fi'

En considérant la dérivée portielle de (3.20) por ropport & g,
on obtient

oW
S X .22
2 Kq {3.22}

et d'opras {3.271)
F - Kq {3.23)
avec

F : vecteur des forces générolisées.

Pour résoudre le probléme, il faudra calculer les déplocements g

et inverser, por conséguent, lo motrice de rigidité 2

Q= K_lF {3_24}

Les diverses méthodes utilisées pour 1l inversion de la motrice
de rigidité seront exposées ou § 7.3,

Une fois connus les déplacements Q. la relation {3.3) donne les

déformotions et la loi de comportement (3.4) les controintes.

On rappelle enfin la relation entre l'énergie élastigue et
1’énergie potentielle pour un champ des déplacements cinématiquement
admissible.

Wi{q) = Ulq] + trovail des forces extérieures

ou sous formea matricielle

Ulg) = % & kg o bR (3.25)

L*APPROCHE DE RITZ. LE PRINCIPE DE BASE DE LA MEF

Cependant, l'approche matricielle décrite au paragrophe préacédent
n'est applicable qu’d des cos trés simples et ne permet pos de traiter les
problémes de lo méconique des milieux continus pour lesquels on ne possade
pas de selutions analytiques. Il est donc nécessaire de recouricr a des
technigues numériques bosées sur les méthodes d’opproximotion. La MEF qui



n‘est Qu'une de ces techniques, permet d’'étendre les possibilités des
méthodes motricielles o des structures d'ume géoméirie complexe, gréce
aux méthodes voriationnelles. Les performonces octuvelles des ordinoteurs
nous donnent lo possibilité de résoudre les systémes lindoires auxquels
aboutit la MEF,

5.1 - L'approche de RITZ

Pormi les méthodes varioticonnelles, la méthade de Ritz est la
plus générolament ptilisém, So formulation mathématique, dans le cos du
moddle “déplocement”, est la suivante, (11)

La solution exocte du probléme variationnel est celle qui appar-

tenant & l'espoce des fanctions admissibles satisfaisant les conditians
aux limites cinématiques, rend mimimole l'énergie potentielle, scit

5 { ulv}} - 0, ¥ 6v cindmatiquement odmissible

avec l’expression suivante pour lo fonctionnelle U(v)

m
bl F Ulwe D e @Y% 40
o m
L9 dx

ot m est |‘ordre maximal de dérivation des déplacements opporaissant dans
l'expression de 1l énergie potentielle. Le cas m = 1 corraspond oux problémes
d’élosticité et le cas m = 2 correspond aux problémes de flexion des poutres.

On cherche donc la meilleure opproximation ¥{M) pour un champ de
déplacement cinématiquement admissible. Dans le processus de la méthode de
Ritz, le déplacement 7(M) d'un point quelcongque est exprimé par 1 intermé-
dicire des fonctions de bose ?; (M)

M) = T e @ (W) (5.1}

On cherche ensuite les fonctions qE{M} qui donnent lo meilleure

approximation. Seit U{¥) 1’énergie potentielie qui correspond & la solutien
approchée G{M) et U(v*) celle qui correspond & la solution exacte v*. La
propriété fondamentale du minimum obsolu de l’énergie potentielle corres-
pondant & la solution exacte du probléme par rapport & l'énergie potentielle
de tout champ des déplacements cinématiquement admissibles, nous donne -

U{v) > Ulv*) {5.2)

On déduit dcinsi que la méthode de Ritz conduit & des modéles
plus rigides que la structure réellae.



[l reste & choisir les fanctions de bose pour gque 1o méthode
converge, On montre qu'elles doivent sotisfaire aux conditions de complé-
tude {(de maniére & pouvoir évoluer zorrectement 1'énergie potenticlle) ot
aux conditions d'admissibilité {conditions de continuité, conditions des
déplacements imposén),

5.2 - le principe de base de la méthode des éléments finis

Lo méthode de Ritz exposée ci-avant ne peaut s’appliquer qu‘a des
problémes & géométrie trés simple. Elle ne peut donc poas &tre utilisée
directement pour des structures complexes & géométrie sophistiquée. Son
emploi ne sera possible que s2i on divise lo structure en petits morceoux
{les éléments finisl et on applique ensuvite 1‘approche de Ritz pour chocun

de ces &léments. On peut donc considérer lo MEF comme une méthode de Ritz
par morcequx.

Dons la méthode clossique de Ritz, on cherche & améliorer 1’'ouppro-
ximation en augmentant le nombre des fonctions de bose admissibles. Dons lo
MEF, on choisit dés le début lo forme des fonctions de bose. On cherche
ensuite une meilleure cpproximation =n décomposont la structure en morceaux
plus petits, (11), (1),

Dans la svite, on étudiera le cos du modéle “déplacement”™ et
on examinera les étapes svivontes

- la décomposition de la structure en éléments finis,

- l'approximation du chomp des déplocements par l'intermédicire des
fonctions d’inmterpalation,

- les caolculs au niveau &lémentaire,
- l’'assemblage de lo structure,

- lo résolution du systéme Kq = F.

LA DISCREYISATIOR DE LA STRUCTURE ET LES CALQULS AU NIVEAU ELEMENTAIRE

On va illustrer lo présentation des paragrophes précédents
par un exemple concret. On exominera d’abard les ceoleuls av niveau
&lémentaire.



6.1 - Un exemple concret

P

Soit uae structure ABC (fig. 6.1) scumise simultanément & une

E L Ll

Py

Yiv)

pression lotérale p (effets de ven:

par exemple), & une charge perpendi-
culaire uniforme p et & une charge

concentrée R, Pour simplifier, le

probléme sera traité en défarmatian
plone, donc le tenseur de déforma-

tions serg
Xiu)

N
b3

La structure est encastrée dans
son support AC pour lequel tout dépla-

Fig. 6.1 = Un exemple concret ESmeRIEREE nisneiEs

en déformotion
plane

6.2 - Le probléme cpproché

On vo appliquer & ce probléme un modéle "déplacement”. Au lisu
du probléme réel qui comporte un nombre infini des degrés de liberté, on
cansideére un probléme approché coroctérisé par un nombre fini de degrés
de liberté. Alors, l’étude du probléme ne sera plus foite dons 1‘espace ¥
des déplacements réels {de dimension infinie), mais dons un sous—espace V
{de dimension finie} qui prend en compte les conditions aux limites
cinématiques . La méthode des éléments finis consiste en un choix parti-
culier des divers sous-espoces Y.

n

Ceci se réalise en pratique par un découpage de lu structure en
petits morceaux appelés é&léments finis . Nous choisissons dans le cos de
notre exemple des &léments finis

X B

¢ triaongulaires et nous définissons
ainsi uwn moillage de la structure.

élément fini Les sommets des éléments finis sont

appelds les noeuds du maillage.

£ nceud

x A \\\\\ c

L5 e —

x

Fig. 6.2 - Le mailloge de l'exemple



6.3 - Les calculs ov niveau é&lémentaire

On o vu au § 3.2 que pour le modéle “déplacement” la soluticon
se raméne a chercher le minimum de 1'énergie potentielle d'un chomp
cinématiquement odmissible

inf {Ulv) [ vev)

ovec

Ulv} fo. . e..dn - éfividﬂ - é gividS

I
2 i B o

ou sous forme matricielle

th]=§f Cz dn-—ffqdn-fqus
Q Q SU
= = f C R 't e (b q lda - fftq an - fgtq ds
2 e e'e e’e e e
£t ¢, S
o
= fh D;C D_g_di? -.ff K dg - fg q, ds
K s"
e

it t
R queqe - que

Comme on cherche la valeur minimale de Ulg), le probléme se
roméne finalement & résoudre le systéme lindoire

Il foudra donc calculer, ou niveou de chaoque élément, les
motrices K et Fe. L'indice e sera utilisé pour des guantités relatives

aux éléments. On va calculer les matrices Ke et Fe en fonction du vecteur

des déplacements nodaux Q-



Appliquons ce processus ou ¢os d'un élément triongulaire de
notre exemple. Examinons, d’abard, le déplocement gif) d'un point
quelconque M en fonction
2 des déplacements nodaux
x (Fig. 6.3). Comme on est
en déformetions planes,
on écrit

M 1 N2 2 b L |
Gp| Pz "N v N8y

X
a; o
-, -
q.’L‘
2
qx
b %G
q(M) = TN N W) NN NS (6.2)
r r X ¥ ¥ oy X
f q
¥
qz
Y
>
QU encore
qi{M) = N q (6.3)

Les termes N; , N} . N} ) N; . N; 3 N; s‘oppellent fonctions
d’interpolotion et ont lo signification physique suivonte

Lo fonction dinterpolation N;fM] représente le déplacement

dons l‘éilément daons le cas ob l’on prescrit un déplacement unité au
iame noeud selon lo direction X, les outres déplacements nodaux étant
nuls.

Le calcul des fonctions d’interpolotion sare exposé ou sous—
porographe suivant.



6.4 — Le caolcul des fonctions d‘interpolation

Pour déterminer les fonctions d’interpolation, on approximergo
le chomp des déplocements par des séries polynomioles. Dons le cos des
gléments trianguloires, on aura des fonctiens affines pour q. ., a, -

G G + 3 X+ ay
g{M) = P L I S
y o l.x 3y. _ _
Oq
Oy
1 = ylo o o 02
T m————— - e ———— [ -
0 0 0|1 =z y b
by
by
L]
1 z y]0 0 0
e ————— e A ——— A
¢ 0 ol =z y

31 on considére comme point M les noauds
I’élément (Fig. 6.3), on aura

-

(] P oms w0 0 O [
qzx 1 T Ya ‘II 0 0 0 &
q; I z, Ys i 0 0 0 Oy
@] E{"'B""E:"'IT"}"";I_";I o
q; Q 0 o 1o Tie L b,
a o o 0 i T xn oy b
ou
Yio
q, = ‘6'?‘;— A
avee
L T
Lt m %

¥

{&.12}
t6.13)
{(6.14)
D.0.0 «
{6.18)
(6.18)
(6.17)



Ce (6.16), on tira

Y P (4.18)

f
)

qlM) = [-—m e e M L 4---| q (6.19)
1
1

En identifiant {46.3) et (6.19}, on ohtient les fonctions d'inter—
polaticn cherchées

I
:

Y| N B - | Amm—- {6.20)
1 |

Le processus indirect vtilisé dans notre exemple, pour le calcul
des fonctions d’interpolatiaon, peut &tre oppliqué savlement pour les
éléments les pius simples. Dons la mojorité des cas, on vtilise les méthodes
directes d‘'interpolotion (polyndmes de Lagrange, de Hermite, ...}, (14).

Une fois colevlées les fonctions d’interpolation, il est focile
de bdtir les motrices de rigidité &lémentaires. Pour cele, il foudra
coleculer Be' Dans notre exemple, nous aveons

e = qu
L= 1V B
- e —a -
cex{ |37 9| |%
o
vy oy ¥
5 a2
| xy| | Oy ax




Lo maotrice B sera donc
e

8 o0
0x . 1 T oy : c a0 0 Yl o
B =DN = [0 — |--cememmmmaee SRS S R (6.22)
e . llo o ot 1 & y o !y
(3,2) -
By oz | (2,2) (2,2)
(3,2}
9 1 0 [0 0 O
----------- pmmmmmemm—aa| | ¥l 0
=10 0 0 [0 0 ||t (6.23)
___________ ¥ I—— 0o et
c o 1 to 1 o
(3.2) (2,2)

7 = LES CALCULS AU NIVEAU GLOCBAL., LES METHODES DE RESQOLUTEION DANS LE CAS DE
L°ANALYSE STATIQUE

Nous allons maintenont exominer comment les caractéristiques
élémentaires Ke ? F; seront utilisées pour lo résolution du probléme su

niveou globel dans le cas dy modéls "déplacement” _

7.1 — L'assemblage des caractéristiques &lémentaires

Soit g le vecteur des déplacements nodaux de la structure

avec q. le spus-vecteur des déplocements au noeud i.



On peut exprimer le vecteur g, en foenction de q & 1'aide de la

metrice de lecalisation LP'

q :Lq {?.2]

5i l'on suppose que l’énergie potenticlle totole de lo structure
est égale & lo somme des énergies potentielles élémentaires, on obtient

Ulgql) = g Uefq) (7.3)
1t o
B g {E qekeqe - qué} (7.4
) P, A t,t
=§{§q%g%q-q%i} {7.5)
Pt t
avee
t
K =LKL {7.7)
e eee
t
F =T LF {7.8})
e e e

Danz le cas des forces ponctuelles appliguées aux noeuds de la
structure {vecteur R}, l’expression (7.8) devient

t
E =R+ ILF, (7.8.a)

Le passage du nmiveau &lémentoire au niveau global se foit & l'oide
des relations (7.7} et (7.8} et est appelé wvssemblaoge des caoractéristiques
élémentaires.

Comme on cherche lo vaoleur staotiennaire de U{gq), on aura
finalement



En protique, l'ossemblage se foit d’oprés la régle suivonts

L assembloge de lo motrice de rigidité d'une structure s’effectue
en additionnont bloc & bloc les sous-motrices de rigidité nodcle de chaogue
élément, les indices de ligne et de colonne correspondant & lo numérotatien
des noeuds de cet &lément.

On illustre cette r2gle par 1‘exemple suivont (Fig. 7.1, p.167)
qui comporte des éléments triangulaires, un quaodrilatare et un &lément de
barre, {(8).

7.2 - La prise en compte des conditions de déplacements imposés

Pour lo prise en compte des conditions des déplacements imposés,
la motrice de rigidité de le structure compléte, obtenue en assemblant les
motrices de rigidité &lémentaires, devient singulidre. le processus suivant
novs permet d’enlever ces singulerités.

Supposons qu’il y oit p déplacements prescrits ou imposés {connus
en générol}. Il reste £ = n - p déplacements inconnus (n le nombre total des
déplacements). On foit la partition suivante

q = p (7.9)
| %)
-

F:|_£ (7.10)
F
N

K = (7.11)

pl pp

On curc donc

Fk Gﬁi Ep 24
& {7.12)
Fo 50 e %
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b. Les motrices de rigidité élémentaires
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d’ou
e+ fopt, 713

2 Khﬁqﬁ + Kbpqp (7.14)

iy
I

-
]

On suppose [(pour simplifier! que les déplocements connus sont
tous nuls Eqp = 0). On auro donc

EE = Fﬂeqf {(7.15)
Fp s szqg (7.14)
Lo relation {7_15) donne
ap = KepFy (7.17)
et oinsi la relaotion (7.14} devient
F = pz'(ain (7.18)

On en déduit donc que pour prendre en compte les conditions des
déplacements impasés, 1]l suffit de supprimer, dans lo motrice de rigidité,
les lignes et les colonnes qui correspondent aux déplacements fixés.

Pour oppliquer cette méthode, on utilize assez souvent une
technique dite de “pondération”. Supposons qu'd un neoeud i, il existe un
oppui rigide, ce qui se troduit por un déplacement ¥ nul et vne réaction Yi

inconnue. La technique de "pondératicon” consiste & remplacer au second
membre de l'équation Kq =F le terme correspondant & Ti por zéro et de

multiplier le terme correspondant 2 v, pac un nombre trés grond. La réso-

lution du systéme nous donnere pour v, une valeur trés petite (protiquement
rulle) .

7.3 - Les méthades de résolution des systémes linéaires

7.3.1 - Présentation gémnérale

L’ordre de systémes linéaires mis en oceuvre dans les mod2les
par &léments finis est généralement &levé. Le colt de la résolution
numérique de ces systémes d’'équations est une portie significotive
du coit global d'anolyse. On a donc intérét & réduire ce colit en
profitant de lo symétrie des matrices de rigidité et de leur faible
densité de remplissage. Par gqilleurs, les méthades de résclution
doivent &€tre copables de résoudre une grande variété de problémes.



En onalyse stotique, on peut closser les méthodes de résolution
comme suit

- méthodes itératives : méthode de Gauss-Seidel, méthodes de relao-
xation

- méthodes directes : méthode d'élimination de Gaouss, méthode de
Cholesky.

Les méthodes itératives présentent d’excellentes propriétés de
convergence pour certains types de problémes. Il n'en est pas de
méme pour lo grande variété des problémes que 1°on a a réscudre.
Pour cela, elles ne sont guére utilisées dams les programmes par
éléments finis.

Por contre, les méthodes directes ont une excellente fiabilité
et sont opplicables & lo majorité des problémes rencontrés.

7.3.2 - La méthode d’élimination de Gauss et la méthode de Cholesky

Le principe de la méthode d’élimination de Gauss consistie & une
décomposition de la matrice A en deux matrices triangulaires.

A= LY (7.19}
avec
10 0
L={(£, 1 O {7.20)
SN, A
Uit Y2 U
0=[0 v, us, (7.21)
3 0 0 uy,

On aura denc -

A = D7 T (7.22)



On roppeile que I"inverse d"ynae matrice trianquloire est une
matrice triangulaoire dy méme type

Le principe de 1o méthade de Cholesky repose sur yne décomposi-
tion de lo motrice A comme sujt

A=yt (7.23)
Qovec
ti o o
L=18, £, o (7.24)
Ly &, g,

{7.25)

2>
{
-
1
-
ot
"
-
-
U
~

i7.28)

]
—
-
4
™~
—
"
-
]
-

Lo résolution d'un systeme d‘équation lingoires Par la méthode
de Cholesky ou Par la méthode de Guuss, nécessite yn nombre similajre
d'opérotions. Lg sevle différence réside Pratiquement dons leyr mise
en Qeuvre suyr ordinateyr.

- mémorisatjion par bonde
~ mémorisation POr matrices c¢regses ;

- Mémorisation hypermatricielle .



Lo technique lo plus souvent utilisée est la mémorisotien por
bande. Neus ailens illustrer cette technigue pour le cos de
1"exemple troité av § 7.1, Lo matrice de rigidité &tont symétrique,
on conserve seulement lo demi-bonde non nulle (Fig. 7.2.0) que 1'on
met sous une forme redressée (Fig. 7.2.b). Lo lorgeur de bonde de
la motrice est définie por |'élément le plus éloigné de la
diagonale*. Dn peut constoter qu’une borne numérototien du moillage

diagonaie

O

Fig. 7.2 - Lo technigque de mémorisotion par bande.

rédvit lo lorgeur de bande de lo motrice de rigidité. Si, par comtre, on
avait choisi une mouvaise numérotation, on aurocit vne matrice de

rigidité ovec une largeur de bande beaucoup plus gronde (Fig. 7.3, page
suivante).

clle dépend donc du terme mox (i - j}, i et j étont les numéros
des noeuds oppartenant & un méme &lément .
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Fig. 7.3 - Exemple d’'une mauvaise aumérotation du maillege.

On constate done que 1'inconvénient majeur de la technique de
mémorisction par bande se situe au niveou de la largaur de bande
qui est fonction de l’ordre dans lequel les &quaticns sont traitées
et par suite de la numérototion des noceuds du maillage.

8 - LES ELEMENTS FINIS USUELS

L'&volution de lo MEF a engendré 1'vtilisation d‘une voste
cotégorie des types d'&iéments - linéoires, plones, tridimensionnels,
courbes. Une description des coractéristiques de tous ces &léments
débordercit du cadre de cette annexa. Néanmoins, nous considérons utjle
de présenter les &léments les plus couremment utilisés dans le tobleau
¢i-aprés
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e mouvemant d’un systéme &lastique conservatif entre deux
t
instonts t et t s‘effectue de telle sorte que { 1T - Uiv)]1dt soit
1

minimal, ¢'est-d-dire

a{g‘{r- UV}, Yev, # O (9.1
 §

T mt lLi{v} étont l’énergie cinétique et potentielle d'un chomp cinémati-
quement admissible,

S pv. v.dn (9.2
L9

WMv) == Sfo_ e .d@ - Sf v.d0 - Sg.v.dS (9.3)
s ij i ii

ol o S

9.2 — Application de la méthode des £léments finis aux problémes de lo
dynamique {dans le cas d’une structure sans omortissement)

P.2.1 - Discrétisaotion de la structure

Lo structure est découpée en &léments finis de géométrie simple.
Dorms chogque élément, on définit une approximation des déplacements
en forction des coordonnées de l espace et de temps

qlx, ¥y, 3, t) = Ne{a:, Y, Z]qe[t] (¢.4)

ovec

qlx, ¥, 3, t) : vecteur des déplaccements en un point
quelconque de 1'élément

Ne{x, y, 3) : motrice d’interpolation

qe{t] - vecteur des déplocements nodaux.



Pour chaque élément, les énergies potentielles et cinétiques
sont colculées en fonction respectivement des déplocements ot des
vitesses des déplocements. Pour | ‘énergie potentielle, l’expression
({6.9) reste toujours valoble.

T t t
ue[q} =~ 3 queqe < qu; (9.5]

Pour l'‘énergie cinétique, on gura sous forme matricielle

£ 1 .t :
qu]=§q’“q (9.6)

e e & e

avec

Me : motrice des mosses de l1‘élément o

M= NN da (9.7}
= o e =

p &étant lo masse volumique.

9.2.3 - Formulation globale - Assemblage

Elle consiste & obtenir les éguations du mouvement & partir
de l'expression daes &necrgies potentielle et cinétique. Si on
vtilise la notion de matrice de locaolisation (exposée au & 7.1),
on aura

ulg} = z Ue[q} (9.8)

= % thq - th {9.9)

T(Q) = 3 T (Q) (9.10)
[ e

- 5 4" (9.11)

avec

K : motrice de rigidité de lo structure compléte

t
K=% LKL (9.12}
e e 8




M : motrice des mosses de la structure compléte

M=32 L'L (9.13)
<

e €& €

Bons le cas envisagé d’une structure sans amortissement, on g &
résouvdre le systéme différentiel du deuxieme ordre

Mi + Kq = F{t) (9.14}

Pour une &tude compléte de la MEF dans le ¢os des problémes
dynomiques, on peut se référer & (32), (4), {B), [10).

10 — LES DIVERS DOMAINES D*APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Bien que lo MEF Tut initialement développée pour 1l analyse des
structures, son application s‘est étendue depuis lors aux domaines les
plus divers de la Physique. On peut citer & titre d’exemples lo thermique,
l'8lectromagnétiame, lo mécomique des fluides,

Dans le domaine de Génie Civil,de trés nombreux problémes sont
résolus par la MEF. Certaines de ces applications sont mentionnées
ci—-dessous avec les moillages respectifs, (7), {14)

- borrages (Fig. 10.1} ;

- pieux de fondotion (Fig. 10.2) ;

- ponts (Fig, 10.3) ;
- ploques (Fig. 10_4) ;
- coques (Fig. 10.5) ;

- cantrales nucléoires (Fig. 10.4),

Bons le domaine ferroviaire, en dahors de 1’étude du comportement
de lo voie ferrée et de =a fondotion, qui fait l'objet de cette thése, la
MEF peut &tre appliguée & des cas suivants

- calcul des tunnels ferrovigires. On présente en fig. 10.7 un
maillage typique avec une densité d’éléments plus importante
lorsqu’on s’epproche de la galerie.

~ étude & lo rupture d'un revétement de tunnel oncien. Lo fig. 10.8
indigue 1l 'évolution des zones plastiques dans ke revétement quand
on augmente le chargement sue la volte. Lo rupture o lieu lorsque
les zones plostiques situées de part et d'outre du revétement =e
rejoignent.




Fig. 10.1 - Application de la MEF aux bar
hydrauliques et surface libre

Fig. 10.2 - Application de la MEF
g l“étude des pieux
moilloge irrégulier
d’un pieu de fondution
dons un sol strotifié

rages : moillage, graodients

Fig. 10.3 - Application de la
MEF & 1'étude des
ponts : maillage
bidimensionnel




Fig. 10.4 - Application de lo MEF oux plaques

Fig. 10.5 - Applicoation de le MEF
aux cogues
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10.7 -« Application de lo MEF
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10.8B - Etude por la MEF du revétement d°un tunmel ancien
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