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LES LGIS DE COMPORTEMENT
NON LIKEAIRES EN MECANIQUE

—— -

TRAITEMENT FPAR LA METHODE
CES ELEMENTS FINIS

-y ———— —

t 1 - LE COMPORTEMENT REVERSIBLE ET NON REYERSIBLE DES MATERIAUX : LES EFFETS
DE PLASTICITE

.l - Elosticité et réversibilité

1.1.1 ~ Mise gn &vidence du sevil de plasticité A partir de
] 'oxpérience de troction simple

———— W b

Examinons le ciagromme conirointe-déformation (g - ) dfun
échantiilon cylindriquec do potbit
dicmétre scumis 3 ung force de £ E
troction dems le zsns de la plus F— L7777 77 A —
gqranda dimensien [(Fig. 1.1) : on
réclise ainsL un étot de contrcintes
sensiblement unidimensionnel . Fig. 1.1 - EZchentillon 2n

tractian

.

Sclan le motéricu econstituent 1’&2hoatilleoa, an perui chzerves
deux compartements différencs .

- sour un fil &&= coouichavs, son compertement est corcetérisé oar
lo révarsibiliié des étcts ; aisparition des déformations avec
retrcit compiet de lo chorge. Lo courbe de déchergement coincide
cvec celle de chargement
(Fig. 1.2). Qa quali7ie un tel
comaersement comme ¢loztizue.
Lc compoctement &iostizue deut
étre lindoire (portic GA) ou nan
lindeire (portie AB), Pous un
camper tement &lastrque linSaire,
le module d"élosticité est constanc.
Par concre, pour le comporiement
élestique non lindgire, le module
n‘est plus canstont, mais est
fonction de | "étac Cey eontruintes.
Teutefocrs, :1 Fout Cistinguer :c-
e le compartement élastique nan
linécire fcul e5% toujours corag-
térisé zor la réversizilizé st
auguel il n’y 9 oucunc dissipefion
d’dncryie) du comopriemmne alowi:igue
on réversiole eb gqui & accampogne dfure Zissipation

i

Fig. 1,7 - Le convarbement 2lastigue

3
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- dens e cos d'un métol, |l expéricnce physique o montré que par
cugmentzstion de le force de
troction F, an arrive a une G
certoine contraintcowseuil o, . A

ou-dele de laquelle lo compas-

tement n'est plus réversible .

Il n'y a plus colfncidence entre

les caurbes de chargement [0a8)

et de déchorgement (BC!. Des Gy b=
déformacions résiduelles apoa-
roissent apres suppeession ce

la force F, Lo contrainte—seuil

d,  est vepelée sevil de piesti- ‘,“j

cité initiel et la difarmaiion 173

résiduetle déformation permo- i

nente . ¥ E;\*

Fig. 1.3 - Le seuil de
S5i, aprés cveoir subi lo défgr= plasiicite
mxtion ceravamnte, on chcrge de

neywsor 'échantillon de adicl, Enac cue la controlate reste

inférievre & o . an svit le mBme trajet UB wuvec znlui de dichar-
B !

gement €T sur o= trojet le conpartement reste rgversible. fois
larsqu‘on déocase Op. L8 comportement devixnt de nouveau irré-

b_!

versizle. On appells g sewil de plesticitéd cosuel,

{ztte variatien de la contrainte-seuil est nppelse ggrouisscge.

1.1.2 - Le domeine d'élasticitée

- ——

La sollicitotion vnidimens:annclle n'ass quiun cas particulier
des sallicitecrions que ceut suatle yn milieu continu tricdimensiamneal .
Le seuil de pilosticité initiol davient alars, dans ['espocs des
contreintes principales, une
surface copetée frontidre d élos-

Af’i ticité instiaie (Fig. I1,a]) ;
: comme la contrainte-seui!, cetie
ronticre surface déperd ¢a |‘histaire de
J edasticite choroement .
actueife

domaine
& élasticite
PR - 9.
imyol 4
frontiere
o slasticite

infiaia

.4 - Lr domaine d'é&losticisa



A l'intérieur Jdu damgine d'élesticité 1aitial,
réversible. Pour e milicy tridimensionnel,

le compartoment
la lei de compor-

resie
tement en élasticité linéoire s'fcrit -
0. =X tre &  «2ye (o en fonction de . ) (1.1)
1] 1] 1] ] ij
au
1 v v % . ’
€. =—=—0 _~=tra 8 . {e.. en ‘onction de o) (i.2)
ij E if E 1] ij ij
avec X, u les ceefficients de Lomé,
e
Vi
A = 1
e T R e (1.3)
e T, S {?.4]
2 1] t \’J
-
= itl = Etk et et Y Es:
Par cécomposition du tenseur ces contreintes o yne partie

sphérique et yne purtic déviatsrigue {s_j], on Quec
1

a,
Lk
d.. =— 6. . + 5 (1.5]
i Jd ij £
< J L .
portie gertie
saNfrique dévicto-
Fique
Sour la tensaur des défermciions, ca &2#i% une ~clotian 5imi-
laire ;
| 4
kic
E.. = — 4§ =+ (1.4}
ij < 2 ]

Un= {déalisation trés utile zn plesticiteé est le compor temens
parfailement plasticve, I p2ut s¢ forinuler dans Ja cos de lg



a > >
i 2 =g
a S E
d. Le diagramme a ~ € b. Le domzine d*&lasticitd
Y L3P (sallicitarian teidiman—
{sellicitatian vnidimen- :
B NiERanse sionnelle)
siannaetlal '

fig. 1.5 - Le motéricu parfaitenment plastigue

soilicitction unidimeasioanelle [Fig, |.%.0}, comme suit -

a<dg, : Ep =G

d=20d, : c_  aroLtraire

L'élosta-zlosticité gorfaize wmplique que lo frontidrs délasti-
cibé est Tixe ; {e damaine délosticité actuel pour toul Atot Ze
sellicitacion esincide avec le domaine d’aloszicite initigl
(Fig. !.5.c}.

1.2.2 - Les critéces de plasticité

- ——

Nous mllans moinkencnt examiner les critéras aui indiqueat anur
quel nivecu des coentrainces on franchit le demoine c'élasticits
initicl. Plusicurs zritéres ont £1& proposés |checun pour répondre
€ une certowne cotéoorie des croblémes?). Pour d&finir les crizires
¢e plast:cité. on utilisc une fonetion scaleirz + (o], alpeiée
fenction de eharge, ez kslle que .

f (a) <D cerrespande @ L'intérieur du domoine d'élasticite

f 6t = 0 correspoade & lc Frontidre [1.8)

s

f (gl >0 eczrresponde & (lextérieur



La corndition ¥ [o] < 0 zonstitue le critire d'elasticicd et g
condition f (g} = O celui de plesticite.

On expose ciwvapris les principoux critdres de plasticrié avec
les fanctions de cherge carrespondontes. Pour tous ges critdres,
an fait |"hypothése que les domaines d'2lasticité initigl est
uciuel sant convexes eb oo ne g intéresse nu’aux matériaux [s0-
tropes . Ceci nous permel dlexprimee Lo fanction de charge 7 (g}
-comre étont Fonction des trois controintes principales. Dn fai:
égqatement ['hypothdze de pciites C&forma=iens.

Critére de Tresca

Ce critére, introduit pcr.' Tresca en 1584, o comme fenction de

chorge -

¥ la)l = (g, - oy) =~ o (1r.#)
aves

& . G : les controintes priacipcles extrémas,

Ty : la limite d*&loszicité en traction (le limite

EN Ccissign &tant %LJ_

v

Jans 1'espac= Jes contraintes crincipeles, le domoine ¢las=zi-
=3

d
€ite du maidéricu exy un prisce hoxagonoi réguiser (Fig. 1.4},

Critére de Yon Mises

Tntraduit, co critére, en 1912 ac» VYon Mises, a comme ronctisn
e charge

f lal :_gﬁ N {1.1;
Sveg .

k - limite d'¢lastic:té en cissian {la limite en traction
ctont égale & © 3]

: deuxigme invoriant du g8viateur des contraintes,
|
== . 5.,
T2 Tij Ty
L'expression du critdre de von Mises en fonctien fes irois
<entrointaes pringipales est [a suivante -

f {d? =~/-él i':d‘l _02.:'2 "I’G, —‘3’,]3 - [51 —O-,}z]"k il-]]_l



Lol

Dans |’espoce des conzrointes principoles, le demcine d'2.as-
ticité du motdéricu ext un eylindre cirgulaoire {Fig, |.&, I1.7I.
planm x

Von Mises

Trmaean

bx

Fig. 1.4 - Représentatiop géomtirique Oes critédres de Von Mises
ot de Iresca : a. dens |l espoce des contraintes
principeles, b. dons le alan x (o, + ¢, + 9, = D),

ﬂaz -3,

Voo Mises On consicte Rque lo crilére
Tresca de Yon Mises, comme celui de
Tresca, nfust fenctien que du
dévioteusr des contbtraointes &t
= ezt indépendant de lc pertis
schérique.

Por @illeurs, uae &tuce
comcprotive de cex deux critéres
indigue que le critére de psiceti-

Fig. .7 - Eearésentation geometbriguye cité initicl paur fes méteoux
des critércs de Van Mises serait pius proche du cricire
et Trescs cans le plan de VYon Mises gue Ze celui de

(0. - 6,, 6z - Gy ). iresco.
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Cfitéfc de Drucker«fPrager

Drucker et Prager (1952} ent propesé un critéce opgarentd & ceiui
de Yon Mises, de ln wéme manidre que l« ériére de Coviomb ezt oppa-
rente 0 celui de Tresco.

i.¢ domaoine d’'élesticité
23t mzintenant recréseatd por
un cae de révolutian ; lao
frontiére d'élasticité a5t dong
plus réguliére, ce gui présente
¢e nombreux avanteges, princin
polement cu point de vue
AUMGrique .

R

Fig. 1.9 - Représentation géométrique du
critédre de Drucker-Frager danz
l’espoce des centrainces
principales.

La “enction de cherge du eritdre de Druckes«Proger s zxprime
comme sSuilt

Fla) sel, s iff - & It.r4)
aver: - ’
Il=:ra=0ii'=011 ¥ Ozz + &Gy
1 =-215___ g . =é[[01 0 R € AR S S - R
POTA

¢ : <constante gositive.

dn peut choisir las peromdtres act & de telle facan que le
surfoce dy dormaine c'elasticite Su critdre de Drucker-Prager sait
circonsarike v inscrize & celle du eritére e Mohr-Coulomb. Jans
le moiorité des cos, lo seconde nypachdse est fwterue ¢t les para-
métres ci-avoak devicnnent -

SRRAe SIS, | [, S o
ST T2 eg? p)iss [.19)

SN } e
T 412 tgt ek

Le cricére de Drucker-Prager eyt suriout emproyeée sour les scols.



Critédre garabolique

Il a eawrme fanction de charge

flod = Jy o & (RC - R [ =~ 3 RoRp 11.17)
avec :

RC . résistonce & la compreszion

RT : résistonce a la traction.

Le damaine ¢ &lastizitd @3t vn paro®alaide de révalutian.

Ty Ce critére est surtaul
oopliqué pour les bétans.

Fig, 1.10 - Rearésentciion géomécrigue du
critére aarabolique cans
L 'espcce des concrointes
arirncipales.

1.2.3 - Le comportement plostique avec €crcouissage

- o ol o vk AP - — - ———————— - - ——— -

On a vu an |.2.1 zun dars le cos do matériau parvaiterent
plostigque, lorsgue la cantrointe-sevil est ottainte, L1 en rasuite
vna déeformeiion giastique arbitsfacre, aui veut (i 3alle est
sufriscmmens imoorignte) arcvoquer lag rupture. Par cantre, pour le
motéricu écrouisscnle, le chcrgerent peut &tre poursuivi cu-arlad
de la contrsinte-seuil o, .




Pour le mot&riav alostigue
dﬁ écravissable, il n'y o pius
carrespondancs Liunlvoque
entre les contraiates et las

%,—_ Jéformations (comne dens le
. EY i ¥ L'étot
da

cas de 1’élastigité]).

v "’ de défarmotigns ne peut &ire
R R détarminé par lc seule corncias-—

. s . ] 13icitati 11

. sance ca lao sollicitation.
d P est néceszaire de conpalltre

Gy F——=—= l"étot 1nitial et tovuc l=

Je

trajet de la cherga suivi
pour aboutir & lo sollizitotian
octuelle.

Le compartement picstigue
avec écrovissege impligue
0 -2 donz, pour les gritéres de
plosiicitd exopsds ci-avant,
oue le parométre k n’est plux

Fig, 1.11 ~ Le compgortement plastique canstent, meis cépend des
gves Scrouisscge ; coy de détormaoTions cermoncnies,
lo sellicitasion uniaxiale.

k =k {c_},
P
L'é=rouissoge peut Etre
isctrope : il dépend d‘un paramétre scoloire unique ; Ie domzine

d*glcsticité se cransforme par homothéiie de eentre O
(Fig. 1.12.a).

ainfmptique : il déoend z'un paramdtre tensariel. Le domoine d’éipos-
ticite se transforme por sronslotieas {Fig. |.1Z2.b).

Dons la suiin, on ne s'accupe cue de Ll'écrouvissoge isacrape.

damaine i domoine . A°]

d’¢élasticite dalasncite

anetral nigyal

Q_/ o | \ij e
gomaing | \ \domal'ne _
d-€elasticite d‘elasiicite
achyed actuel
<, Ec¢rouisscge isotrape b. Ccrouvisnoge cinémctique

N

te, 1,12 - Schématisolion de l"écrouissage isotcope et de l'écrouissage
cinematique.




1.2.4 - La loi de comportement plastique ~ Le principe de HIll -

—— o ————————————————————— T ————————————————— —— — ) - -

La loi de Hencky

e ———————_

Jusqou'd maintenant, on a cherché le sollicitation-sevil ou-dala
3o laguelle an entre dons le domaine de plasticita. Dans c2 qui swibk,
on &tydie lo régle régissont le comportement plastique.

Un principc guquel on foit souvent ocpel en plosticité est le
principe de trovail plostinue moximal de Hill (1930) qui s'&ronce
comme suit :

Coit doas un mozériou deux teasequrs ¢, et 6;_ de contraintes
“F ]
G o p vlal aoeys . .2
nan extérieurs au domoine 4 élassicvitd actuel ; 3i on acte par tii

la vitesse de dévermaticn plastigque zorrespondonte & e 9 EUEE
]

>0 (.18

Cn peut démoaicer, [(11), que le primcipe de Hill .

- impese la convexit® du domcine d'élosticits

~ lorsque 6. . correspond & ua peint situé 4 lo frontiére du domaine
L]

d'sloszicizé, é?_ a ‘a direczion dr iz narmale extérieurs
1]

{Fig. 1.13}.

Le principe de Hill rcus germst
d'&ercere la lai de comgortement
plastique (appelées porfeois régle
d*écoulament) pour les poinis
réeguliers de lo frantigre

& d’élasticisé sous Lo Farme
P suivenkte -
frontiere
Hosloazicts oA dz0 (19
L acr’_j
rig. 1.i) = La ¢grincige de
normclise fHilLl?} cvec f : fonctien Ze chcrge Cu

motericy.



Si l'on considare le ces du motérice parfaitemeat plostigque,

A est un scalaire pesitif, A 2 ¢. Dons le cos du matérizu plastique
écrouissoble [qui se trouve donz un 2tac d'écrouissege E, on peous
gamoncrar, [11), gue :

i :
W (g . , 2] e (1.26]

Milo.. , E) . module d'écrayizssege, se=laire positif, Tonction

de d;j et E.

Une autre loi ce comporiesment qui est souwvent utilisée en aloszi-
cité est celle propasée par Herncxy, (7). Cette lai n'=2st vaicble que
lorsqire les déformstions sant peticas e:, zar ceonséquent, leurs carrés
peuvent Stre nécligqés. 3a fermulation ezt lo suviwente

D F
Eii = 2 oD P 2 W= L0 (1.21)

1]

L’avsothese de normcliié est tovjours retenve, meis Implici-

temrent la lgji cde Heacky Fait 1 hypathése que L ext d'une d:res-
del

t:an fixe ; daorz ce ccs-la, ic lai de Kill aseut &t-e remplceds par

celie de Hencky.

Pour un chargement cantisu et de patites déforratiars slastiques,
la lpi (1,21) 2euc Etre zpnsidércée camme uae oonane copraximstlan de
to loi (1,19), D'erlleurs, coc: o &té vérifid per certolnes conste-
totians wndiriques . Toutefeis, 21 v a des cas (12l cue le comparte-
ment cas metaux] ¢cu cette lei ne s'opplique pos, 170,

L‘acilisation do lo loi ce Hencky se révéls d'une gronde impor-
Yonce pour (0 répliseiion numérisve d'ur modéle ¢losio-picstigue.
tn gftet, clle perm=t d'etoblir des relations glabales cancernont

les céfermations plostigues E?i et de surmonter ainsi lo difficulze

d'int2gration par rapoori auv temos qu'engendrz la loi de Hill. Une
déterminction théorigue du pos Je “‘emos At @ grandre en compte esi
actuellemenc impossible a priori, ce choix &iont =ffectud d oorés

drs @350:3 successifs, (14) .



-2 - LA REPONSE DIFFEREE A UNE SOLLICIFATION :_LES EFFETS DE YISCOSETE

2.1 - Introduction

Cons 1o plupoct des preblémes de lo MEconique, an peut cansi-
dérer que lc réponse des matérioux & une sollicitoctiea se Fait de foccan
instantonée . Cependant, cerioins moiériaux siubissent en plus de lo réoonse
Instantenge unc réponse diffésée dons le temps. Le matéricu conserve une
certalne mémoire £ son histaire antérieure et on oppelle un tel compac-
tement hérédiicire.

Cn distingye principolement dens les comportements héréditasires
ie fluage ec la reloxotian, Le fiuvoge es4l’dvolution des défarmotions
dons le temps @ contrainta canstante, La relaxction est | évolutiom desn
centrainies dons le temps A déformotion constonte .

51 on cansidérag comme Taczeur d'hérédité la tomps, oan obiient
aloars le comortement visqueux.

2.2 - Le comportement visqueux lindaire

C'e=t l"idéalisotinn [o plus simple du motériou visqueux. Sa
loi de camportement, pour une sollicitotion unidimensicnnelle, = écrit

d::V »
; = 2 [2.1)
o n
ou
¢ = n. E {2.2)
v
ovec :
n : coefrieclent de viscasitd,

2.3 - Le comportement visco-élastique linoire

Four vne coatrainte dannée, In féformatian e2t la zomme 4'une
oertie inztcntanée [élastique] er d'une portie gifférée (visqueyse). On
écr:t ©iors -

3 T AEn dE $2.3)

Cans les figures 2.1 2t 2.2, cn schémotise los courbes de
flucge et de reloxotion pour le motéricu visce—éligstique,



N

b
7

L= b

Lat

Fig., 2.1 - Le comporiement visce-flastique : la courbe de flusge

 §

te

;

e R T R pe—

ba =1

Fig. 2.2 ~ {e comportement wvisco-élcsticue : lc courbe de ceicxct:ion
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Pour le materigy vinco-élostique linénire et dans le. ccs. d%ima
sollicitation vnidimensisnnelie, deux idénlisct(pne tres utiles xont les
™déles da Maxwel| et de Kelvin-Voigt. fes Conventions suivamtes soat
adoptéey

n
——1} représgate |g viscoe:r té

E

T AANAAAA raprésente l"Slastipits instancange .

Ay=g res “anventicas, |q schématisction et |o fermulation des
madéles da Marwell wi 4a KcIVEn—Voigt Peuvent Etro fgitee COMme zyjit

o o
0. modéle do Maxwe!] 5. maodéle de Relvin-Voig:
a - 0’e = dv CCOt = re = Ev
(2.4} [2.5)
EtOE Ec - t\' g = de . OV

Biga: - 2,045iEds wodéles de Moxweil ot de Kelvin-Voige



2.4 - Le comportement visqueux non lin&aire

Paur une sallicitctian unidimens:sanclle, za loi de camacrtement

5'gorit

oE
v _fain
J5 —{q} [2.6)

l"mxpasont n payvaat allar jusqgu’e QG pour certains probidmas=.

3 - LA LOI DE COMPORTEMENT EELASTO-PLASTIOUE. APPLICATION DARS LES MODELES PAR

ECEVENTS FINES

3.7 - Lg loi de comportement &lasto-plostique

C'esi une loi as comportement qui donng des résyltats iras
sokisfaisanis pour un grand
rombre des problémes de lao

GA MEscaigue, Sa Tormelazion
Q?Wvoﬁggaﬁ est lo suivonte
2lOSte - - PAaSTsque
y
.//J" lerssue f (0) <G : e = &
/aL f : QR T - g
7/ !
/A
e /
% Vgg'&"h%erggcmmt locsque f 1ol 2 0 :
; 0 iy R
i tomportement
! clastique
!
£ - E

Fig, 3.1 - Schémotisoticn du comporiement
élostonplastigue ; ces e la
sollicikziion unidimeasignnelle,

fa loi ce combortement élecsts-glast:ique simule de Tocan
sacisfzisonie ic compnricmert irréversible des divers matérioux, pour
lesquels lgz effots différés n'intervicnnent pos.
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3.2 - ﬁgplicotion de la loi de comportement élasto-plostique dons [es
medelos par &lément= finis

3.2.1 = Présentation dex diverses techniques numarigues

e e 0% %Y e o - s o o 2 o o o e o oy od A4

<n arnexe !, la méthedr des &lémentsz Finiz o 4té expozéec pour
le cox d'une loi de comportement &laztique. Nous allons étudiec
myintenant comment on geut cpcliquer une lai de comporiement élesto-
plestique, tout =n consarvont fes techniques exposées on arnexe |,

il convient, d'ebord, de souligner que dons un medéle por alé-
ments finis en élasta-plastizisé, lo solution n‘est plus woigue.
En =ffes, lorsqu’on aerive & trouver une volutian, celle-ci ne
corresgond pos forcément & lo selution recherchée, Bicn au cantrairn |
On arrive perfois & ses solutions curtes numériquememt porfaites,
m2is qui sont lain de toute sigaificotion phys:icue,

On = vu que dcns le cos d'un modile “déplacements” avec une ioi
de camportemeont élastique, (s probléme se cuméne G cherzher lo
sclutron du systdme lindoire.

F = ¥q [3.1)

'a question qui se aJose est de savair commant Qoit Etre modifis
ce systéme |{néoire cour prendre en coreie une loi e comzorcemsnt

elesto-plostique,

Pour ce faire. nous ollons apécer ais systéme lindcire (2.1) des
“réajustements” par un procédé itérctif de Facon @ teair compte de
le loi de comporzemeat Slasio-plestique, A priori. on peut " jousr”
sur chacums des trois quantitin K F, q d‘ad l=s troiz méthodes
Aossibles

- mithode de ricidété vorioole, si & choque izération lg mairice
de rigidité K est modif:de,

- méthode des contrainzes tnitioles, =i & choque itérotion ls
vacteur F est modifija,

- méthace des déformaticns initioles, si & chasque itérotien le
vectaur g est moditia.
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3.2.2 - Lo mathodc dc rigidité veriable

Catte méthade <consiste d Lnverser & chague Ltérction la mtrice
<Je rigidité -

a = ki'F
9z = K-xl r

1

1

1

|

1

- K'F
qﬂ Kﬁ

Le processus Ztérazif est orrété lorsau’on n'observe glus de
changemenis significotifs coas lez valeurs dzs déglocaments.

Cetbe mithode présente un crand déscventage du fait cu’il faouz
inverses & chague itérerion lo matrice de rigudité, ce qui se révéls
extrémemant caGisux. La zenvergence de ecmtre méthode a'est zc:
démontrée *héoriquemant, [ 14).

3.2.3 ~ Lo méthode des contrgintes initiales

Pans cette méthode, ic matrice de rigidité n’esc inversée cu'une
seuie fris, lor:z ce lc premiére itérotion

Q, = K'F (3.2}

Lr vocteur B carrespand zux chorgen appliquées 8 o sirpciyre,

Les resulkats de getle premigre itéEsfciion correzpondens % la
calution él=ztique du prabléme. &, chocue itérct:pa sulvente des
effarts de réézcuLlibroge sant calculés {en modifiant le vecizur F)
aria de s‘agpracher de la lei Ze comportement élosto-plzstizue.

T = K;‘E
qQ, = K'R -~ (3.3)
]
1
1
1
q, = K'F



Le processus :iérabif est arrété lorscu'ung preécision sclie-
Taigsante ezt atte.nte.

Cependent, il est plus protlque de calcuier les varictions d«

Y . n S
F dus gux vorictiams de controintes [A o q]. (zantreintes initilales

ou dfégquilibrage), qu'an ojsuie a cheque itérction. Un ¢crit alors

b, = Xt AR
&q, = K aF, 13.4)
:
1
I
1
-1
aq - K AFﬁ

Ceg deornier pracessus est préférchle pour des roisons nurdriques.
[1 orénenze de plus une significatinon physigue bien précise. En effck,
¢r suut cvair 4 chegue [sération une éstimation de ls différ=ncs
cnire ic vaieyr de ls saluticn éloste-plosticgue [(sésultars de le
n-éme itération] 2t celle de e salviicn élastigue (résulteiz de lo
premiéeoe itérotiont di prodidme. Lo quentité AFn rearésente la Faroe

non éguilibrés aendont la
. doerniar= itérctiar et donng
A. une mesure de l'cpproximation
rézlisée,

“Fa & _Le processus de la mathode

eq 2q
A0, AG, des contraimtes fnitlales est
I 8 schématiséd & la ficure 3.2

MNaus nous praposons maente-—
nant d ' étucier le rormwlztion
mathnémotique ce lc Téthade das
contrrintes initicles, telile
su'aelle p ét3 acplicuée dzns
notre megéle por &lémmnts
Finis.

- La moirice de rigiditd est
inversée pandenlt 1z premigre
Fig. 2.2 - Lc mithore des carirsintes itérgtian,
initizles
A gartir des déolccements
abtenus lprs de 2ecte premiéce
itération, Les contrcirces
Lo, sont ¢nloyléoz®, en ub:-

liscnt une loi ce comportement &lastigue. Tes contraintus [a, ] son:

ensJyl1te regortécs dams lfexpression du critédre co plosticisd =t
- 51 [:d;]) < 3, le zaint concidé~d =a trauve & 1'intérisur du
dara:ne d'3lesticitd e (o solution riells correzpond darc bDren

¢ une ol de comparciement &lusiique

loz zermes wmir= crochets reordsentanc des cunanibn

w0

ha
axnrensian pour 523 ~aisaas d2 sircliz:
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-si f ([ J) 3 C le point considéecé ne sa trouva olus 3@ 1':insérieur
du camaine d’élesticité ; la solution réellec zorrespond & une lo:
de comporcement élasto-plostigue. Le processus da lo méthode des
contreintes initiales consiste d s'‘gpprocher de lc soiut:am &lasto-
plostique du probléme en purtont de lo solvtion élasticue,

. eq - R g 5 40t .
Soit [a o, ] les contraintes inizicles nécessaires & l’'itération

1 gour se romener § lg loi de comportement &lasto-plastique. Le caley
effectué & chagque itérotion est un ccleul élostique. Cn aurs donc

\

Pasa : 4
[A:i] =~ TE [3.3)

[E] étcnt la matrice d'élasticits,

[ac”%]

Par giileurs, lo loi de comportement plostizuec (.19} dens une
méthode itérative incrémentoie 2si remplacée pac

24
Sl

L
[4c] - A, ["’—'} 136}
i i
Cos relotions (3.5) ek (3.48) nous cdéduyisons

(Av?qJ =X, {E]. -—] (3.7)
i

Pour czleuvler li . un dévelappement du critére de plosticisd
st utilisé

f (ai = doiq? = f {ci] = (ggb_sdfq gg:.nch r —— & ’i) {3,
.-
ou f o, - a6l =7 (553 - [%]‘ Sr S {3.2.5)
eq af 1t re~ BT
oy f [ca_l - Aoi'l = f (dil - [7;51 AL LEJ‘ 3 |
ag af|” gf
on fla - 4a0") = ¥ (s.) - A=[ac] o £ [P [x]1 (3.9}

Nous eherehons @ trouver une valeur Ju critdre dgole 4§ zérc,

flo, - ac°9] = @ (3.i6)
1 by

St f2.11}

A = =
i Jaf]? af
[Saji.[sl-[ag]i

1



R i o

€n considérant mointencant camme chorgement les cantrcintes
R e - N
initinlas [Adiq]. les déplacemencs supplémentaires {Aqi] st los
< 3 s
contraintes supplémentcires [asi] qui en résyltent peuvenc &tre

calzuléz. A lo fin e La (i + 1) itération, on aura

—
]
.
—
—
[]

(a,) + [oa,? (3.12)

—
(=]

-:_1
1]

(0] + {ao’iq] ’ [dofJ (3.13)

Le processyus ttérati? est termind lersque -

f o, |} <= {3.4)
il

¢ &+tant l’eereur aédmissible lors de la recherche de lo veleur nulle
du esitére.

Lo convergence de 1o méthode des contraintes Initiales est
gémoncréa théoriguement lorsque 1l écrpuissage est positif, {[d4).

On voi% sout fe sulze les cventoges :ndéricoles de Lz mézhode
des gontraintzs initicles. En effet :

- loa motrice Ze rigicdité est inversée seulement ocendont to aceomiése
itdration ;

- lo premiére itérciion fournit les résultots du caleul &lostique

- une fois stockée en némoire fo matrice de rigldité, divers types
Ze chgrgements peyvent Etre tudiés.

Ceaendonc, *oute médoille o son cavers ! Ji Fout dire que le
pracessus ce gonvergcace de la méthede des coantrointes initiolas
ast pius lent que celui d= lo méthade de rigidité vcriacle

(Fig. 3.3).

d a
A . 4
®®@ @ o

== € {0t

a., Méthasdse des concrointes iniiizl=xs L, MéLhade de rigicdisé verichle

3.3 - Lo coaverceace des méthades itératives an &lpste-plestic:t



Doux quesiions se posent ;
- comment choigir la valeur de l’'erreur odmissitle & ;

- semmenk choisir le nombre d'itérations N & effectuer .

Le répans= & ces deux questians n’est oes Imnéciace, cac c¢lle
dépend de la noture dy probléme, les veleours de 2 of N da:vant Atra
telies gu’on n'chserveroit plus de d:fFféronces sensibles dons ies
vaoleurs des 2antrointes ci des déformotians pour le point le plys
sollicité de lo siructure, si on avcit chaisi une voleur de plus
Fetite et une valeur de ¥ pius gronde {ef. tobleou 2.1).

] i
£ C.01 ¢ .001 E 0.01 ) 0.001
N 5 Hu) N 5 1G
o 10 22 12723 a 082 114,89
v = .48 2.3) i v 36 2.2
o. Benne convergence b. Mauvcise convergence
pour £ = 0.C1 , N = § pour £ = 0.0l , N = 5
Tableau 3.1 - Exemple d’une dSonne er & une mauvaise genvergence fvgleurs

nunerigues en 5,1

Cens la arésentotion e Iz méthede Yes coniraintes iriticles
dans le zz2s 27un magéie closta-plostique, nous avons vtilisé la
loi ce camportement ploscioue de Heaczy ;o cinsi, navs gvans pu
surmanter les diviicultds d intsSgreiian par rocport au temps que
aose iutilisoiion de la loi de Mill,

3.2.4 - La mithode des déformations initioles

——— 0 e e

Son pracessus est identique & celui de lo méthade des <orlrsinies
iritiales. A cheque itérccion, des céfarmotions iritiales sonc
calgulées afin ce s’opprocher Ye lag lci de comportement elosta-
plestique.

l.o scrvergence ce |l méchade des déformatians initiales n’ess
pPCs Sémontrée thécricuement, [ 14,
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3.2.5 - Conclusions sur les méthades numériques en &lasto-plasticite

———— —— — v s ) A e W W o s s e

O vieat d'exagser ley zrincipes des mEinhodes aumgrigues de
résolution des probl2res en élasco-plescicite. La méthade des
contreintes initiales est la seule, cctusllemsat, paur locuelle lo
coavergence est cémontreée ihéorisuvement (lorsgque l'&crouissage cst
positif). De plus, cette méthode Stont la alus facilec & metire en
acyvre ek la mains onérnuse, clle devient le plus ovontogeuse dens
les modéles por Eléments finis,

Nous devaas avesi youligner une autre question sur fegu=lle la
pluzart dasn racherches sent resties muettes fusqu’d maiatemant. 11
5‘0qit Zu chatx aptimal Ju oas at ocur [o réa!lisetion numérigue ce
la ic1 ce Hill. Ce choix est encarc effectyéd d'uprds ces essols
3UCcessits et cusune déterminciion théerigque ne peut 8tre foite
o priori. C'ass le roison poue laqueile oa a souvvent recours ouw
relations de Hencky, pour lesquelles ig paramdtre “zemps” n’inter-

vientk zas.

3.3 - Quelques remorques sur les lois ansacides et non associées en
plasticite

_tutiiizotion nour les me=érioux grenuloires Zun critérte type
Mahr-Coulems ot £o la lp: de normalité damne une relazlve 1mprécision Sux
résultots des calculs, du it rotomment des procliémes de dliotence. Pour
les sraves surtouz, & ccuse de la zilotecace, {l n'est po= imcérctif de
scriir du domeine d'élesticisé initiol paur ovoir des déformacions Irrg-
versibles : calles-ci osuvent owpir li=c d&s le déavt de la sellicitotion
tous er restart 3 1l intérieur fu damoine d'Elasticité initiol. Pour polliar

ces difficyltis, cartcins ovteurs (Davis (1949), Poimar {1944)) cnt azsoyé
d'ucilizer une la:t nen asscciée.

Sclt ¢ ie fenction de chorpe <y motiriou consicéré et G le
potentiel plastique ; vne ioil non associde est définie comme suit

dcp
B e o T P {3.15)
2t L 3d |
1]
oveg
< P AT) > 2 D 51 P £C
(3.:8)
2% i{f) > =9 (f] s: £ >0
Dens fe nomarcux pro>bleémes protigques, oa Szt o
) c
i 8 e AT 12 050
rO
T piznt wne wgleur de réfSrence .
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Lorsgu’on viilise unc loi cssociée en plosticité, on g -

'
B Y
L]
o

§£3.184

[y
Q
(=]
Q

ou, A une coAastante arés,

fF =06 (3.19)

En teut &tect de couse, il fouc souliener que cans de rombreus
ccs une lol ron assacide, tout en zampliguent les celculs numériques, a'a
eEports quune relctive cmélisration A la précizian des ccleuls, (15).
C'est lo roison pous locuclle les lcis ossociées sone yt:lisaas CoUramment
duns les moddies d’&losto-pics=icité,
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